
第 2 章 基本力系 

2.1 基本知识点 

2.1.1 汇交力系 

1）汇交力系合成的几何法及解析法 

作用于刚体的汇交力系等效于共点力系，可以合成为一个合力，合力作用线通过力系的

汇交点，合力的大小、方向等于力系中各力的矢量和。 

2）汇交力系的平衡方程 

汇交力系平衡的几何条件为力多边形自行封闭；汇交力系平衡的解析条件为各力在 x, y, 

z 轴上投影的代数和分别等于零。 

2.1.2 力偶系 

1）基本概念 

（1）力偶——是由大小相等，方向相反而不共线的两个力所组成的力系。 

（2）力偶矩——度量力偶对刚体的转动效应的物理量。 

力偶矩矢量的三要素：矢量的模、矢量的方位、矢量的指向。 

平面力偶矩的要素：力偶矩的大小、力偶矩的转向（代数量）。 

（3）两力偶等效的条件——两力偶的力偶矩矢量相等。 

2）力偶系的合成 

力偶系可以合成为一合力偶，合力偶矩等于各分力偶矩矢量的矢量和。 

3）力偶系的平衡 

力偶系平衡的充分必要条件是：合力偶矩矢量等于零。 
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2.2 重点及难点 



2.2.1 重点 

1）力偶的概念及力偶的基本性质。 

2）解析法求解基本力系的平衡问题。 

2.2.2 难点 

力偶的等效与力偶系的平衡问题。 

2.3 学习指导 

1）基本要求 

理解力偶的概念，深刻理解作用于刚体上的力偶性质，熟练掌握求解基本力系平衡问题

的一般方法，能正确求解基本力系的平衡问题。 

2）解题步骤 

由于空间多边形的几何作图及几何关系较为复杂，故求解空间基本力系的平衡问题时多

采用解析法。 

⑴ 选取研究对象：按题目要求，合理选取其中一个或某几个刚体作为研究对象。 

⑵ 分析受力：分析研究对象的受力情况，画出受力图。 

⑶ 根据平衡条件（几何条件或解析条件）求解。 

几何法：画出封闭的力多边形，利用几何关系计算未知力的大小和方向；或按比例作图，

从图中直接量出未知力。 

解析法：先选取坐标轴，然后列平衡方程求解。空间基本力系独立平衡方程 3 个，可求

解 3 个未知量；平面汇交力系独立平衡方程 2 个，可求解 2 个未知量；平面力偶系独立方程

1 个，可求解 1 个未知量。特别强调：平衡方程相互独立，否则无效。 

2.4 典型题解 

例：平面机构如图 2-1（a）所示，AB 杆上有一导槽，该导槽套在 CD 杆的销钉 E 上，

在 AB 与 CD 杆上各有一力偶作用。已知 L=1m，M2=500N·m，不计杆重及摩擦。试求在图

示位置平衡时 M1的大小。 
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解：本题有两点要注意（1）力偶要用力偶来平衡；（2）正确分析销钉与导槽之间的约

束反力。 

（1）研究对象：CD 杆，受力分析如图 2-1（c）所示。在进行受力分析时，应先确定

AB 杆上 E 处受到销钉 E 的作用力方向，由于是光滑面约束，FE 应垂直于导槽。再有作用

与反作用公理确定 CD 上的销钉 E 处的受力。确定 C 点的作用力 FC 的方向，依据力偶要用

力偶来平衡的特点。由力偶系的平衡条件 
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（2）研究对象：AB 杆，受力分析如图 2-1（b）所示，同理可以依据力偶要用力偶平

衡的特点确定力 FA 的方向，由力偶系平衡条件有 
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 第 3 章作用于刚体的力系等效简化 

3.1 基本知识点 

3.1.1 基本概念 

1）空间力对点之矩 

空间力 F 对某点 O 之矩用矢量 MO(F)表示，MO(F)=r×F，指向按右手螺旋法则确定。

空间力对点之矩是定位矢量，以矩心作为矢量的起点。 

2）平面力对点之矩 

平面力系中力 F 对该平面内的点 O 的矩，是代数量，计为 MO(F)，计算如下 

( )OM F Fh   

其中，h 为矩心到力 F 作用线的垂直距离，即为力臂。规定逆时针为正。 

3）空间力对轴之矩 

力对轴之矩等于该力在垂直于该轴平面上的投影对轴与平面交点之矩。可表示为

    2z O xy xy OABM M F h S     F F  

力对轴之矩是代数量，正负号按右手螺旋法则确定。 

特例：力与轴平行或相交时，力对该轴的矩等于零。 

4）主矢和主矩 

主矢：空间力系各力的矢量和。 

主矩：空间力系中各力对简化中心之矩的矢量和。 

5）固定端（插入端）约束 

特点：既能限制相对移动，又能限制相对转动。 

约束力：可简化为一个力和一个力偶。平面问题中，用两个约束力 Fx，Fy，和一个平

面约束力偶 M。 

3.1.2 基本理论及定理 

1）合力矩定理 

力系的合力对任一点之矩等于各分力对该点之矩的矢量和。合力矩定理也可以应用于计

算力对轴之矩。 

2）力矩关系定理 

力对点之矩矢量在经过该点的轴上的投影等于该力对该轴之矩。可用以下关系式表达 
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因此，力对点之矩的分析表达式为 

( ) ( ) ( ) ( )O x y zM M M  M F F i F j F k  

3）力的平移定理 

作用于刚体上的力，可以等效地平移到刚体内任一指定点，但须在力与指定点所确定的

平面内附加一个力偶，其力偶矩的大小、转向等于该力对指定点之矩的大小及方向。 



4）空间力系向任一指定点简化的结果 

空间力系向任一指定点简化，一般情况下可得到一个力和一个力偶，该力通过简化中心

O,其大小和方向等于力系的主矢 FR′；该力偶的力偶矩矢量等于该力系对简化中心的主矩

MO。 

3.2 重点及难点 

3.2.1 重点 

1）力对点之矩的概念及计算。 

2）力对轴之矩的概念及计算。 

3.2.2 难点 

1）主矢和主矩的概念。 

2）空间任意力系的简化过程。 

3）空间矢量的计算。 

3.3 学习指导 

3.3.1 基本要求 

1）对于力矩应有清晰的理解。 

2）掌握力矩关系定理并能熟练地计算力对点之矩和力对轴之矩。 

3）掌握力系简化理论及力系简化方法。 

4）了解力系的简化结果。 

5）掌握固定端约束性质及其约束力的分析。 

6）掌握重心坐标公式，会计算均质组合形体的重心位置坐标。 

3.3.2 解题指导 

1）计算平面力对点之矩常用的两种方法 

（1）直接计算力臂，求力对点之矩。 

（2）应用合力矩定理，求力对点之矩。 

2）计算力对轴之矩常用的两种方法 

（1）将力投影到垂直于轴的平面上，然后按平面上力对点的矩计算。 

（2）将力沿直角坐标轴分解，然后根据合力矩定理计算。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

第 4 章力系的平衡 

4.1 基本知识点 

4.1.1 基本概念 

1）刚体系统——由多个刚体连接而成的系统。 

2）刚体系统平衡——组成该系统的每个刚体都处于平衡状态。 

3）系统外力——系统以外的物体作用于系统上的力。 

4）系统内力——组成系统的各刚体间相互作用的力。 

5）静定问题——未知量个数等于独立的平衡方程个数。 

6）静不定问题——未知量个数大于独立的平衡方程个数。 

4.1.2 基本定理及理论 

1）空间力系的平衡方程 

空间力系平衡的充分必要条件是力系的主矢和对任一点 O 的主矩分别为零。 

空间力系的平衡方程 
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空间一般力系具有 6 个独立的平衡方程，即可以求解 6 个未知量。 

2）空间平行力系的平衡方程 
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空间平行力系具有 3 个独立的平衡方程。 

3）平面力系的合成结果 

平面任意力系的合成结果如表 4-1 

表 4-1 平面任意力系的合成结果 

力系的主矢和主矩 合成结果 说明 

  

合力 

原力系合成为一个合力，合力作用线过简化中心 

 合成为一个合力，作用线偏离简化中心的距离 

  
合力偶 原力系合成为一个力偶，此时，主矩与简化中心无关 

 
平衡 原力系处于平衡 

 

4）平面任意力系的平衡条件及平衡方程 
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平面任意力系平衡的充要条件是：力系的主矢和对任意点的主矩均为零，即 
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其平衡方程的有三种表达形式 
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附加条件：x 轴不垂直于 A, B 连线 

三矩式
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附加条件：A, B, C 三点不共线 

5）平面平行力系的平衡方程 

各力作用线都处在同一个平面内且相互平行的力系称为平面平行力系。平面平行力系的

平衡方程有两种形式： 
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方程彼此独立的条件：A, B 两点连线不与力平行 

4.1.3 平面桁架 

1）平面桁架的基本概念 

（1）平面桁架——各杆件轴线都在同一平面内的桁架。 

（2）空间桁架——各杆件轴线不在同一平面内的桁架。 

（3）理想桁架——满足以下假设的桁架。 

①杆件两端都用理想铰链连接； 

②每根杆件的轴线是一条直线； 

③所有杆件的轴线必须相交于理想铰链的几何中心； 

④各杆件自重不计，外载荷必须作用于桁架的节点。 

2）求解平面桁架内力的方法 

（1）节点法：以桁架中的节点为研究对象，通过平面汇交力系的平衡条件求解。 

（2）截面法: 选择一平面，在合适的部位假想将桁架截成两部分，取其中一部分为研

究对象，通过平面一般力系的平衡条件求出被截杆件的内力。 



4.2 重点及难点 

4.2.1 重点 

1）对于平面任意力系，正确应用各种形式的平衡方程。 

2）空间力系平衡问题的分析与求解。 

3）刚体及刚体系统平衡问题的求解。 

4.2.2 难点 

1）刚体系统平衡问题的求解。 

2）空间力系的受力分析及平衡求解。 

4.3 学习指导 

4.3.1 基本要求 

1）能应用平衡条件求解空间任意力系的平衡问题。 

2）能熟练地计算在平面力系作用下的单个物体和简单物体系统的平衡问题。 

3）了解静定与静不定概念。 

4）掌握平面简单桁架内力计算的两种方法。 

4.3.2 解题步骤 

1）平面任意力系平衡问题的解题步骤 

（1）刚体的平衡问题 

单个刚体的平衡问题解题的一般步骤是，选取研究对象，画出受力图，列平衡方程，进

行求解。 

（2）刚体系统的平衡问题 

①选取研究对象。可以先以整体为研究对象进行分析，再拆开系统，取出系统中某一

个刚体或几个刚体为研究对象，求出待求的未知力。 

②进行受力分析，画出受力图。取部分进行研究时，要注意各物体间相互的作用力与

反作用力的关系。 

③列平衡方程。所列方程尽可能做到一个方程只包含一个未知量，所选取的坐标轴尽

可能与较多的未知力垂直，矩心尽量选取在较多未知力的交点上。 

④求解方程。若计算结果为正，说明力的方向与假设方向相同，若为负，则与假设方

向相反，用它带入其他方程求解时，负号应一并代入。 

2）空间力系问题的解题步骤 

空间力系的平衡问题一般应用平衡方程求解，选好研究对象与建立合适的坐标系是顺利

求解的关键。 

（1）选取研究对象，正确作出受力分析，受力图要有清晰的空间形象，尤其要弄清力

与坐标轴之间的空间几何关系。 

（2）建立合适的坐标系，为了使平衡方程简洁，建立坐标系时，力投影轴要尽可能与

多数未知力垂直，矩轴应尽量与未知力的作用线共面。 

（3）列平衡方程。 

（4）求解方程。 

3）平面简单桁架内力计算的步骤 

（1）明确研究对象，分别画出各自的受力图。 



（2）认真观察受力图中力系的种类，建立恰当的坐标系。 

（3）列出平衡方程式。 

（4）求解方程。 

4.4 典型题解 

例：图 4-1（a）所示平面构架中，A 处为固定端，E 为固定铰支座，杆 AB，ED 与直角

杆 BCD 铰接。已知 AB 杆受均布载荷 q 作用，杆 ED 受力偶矩 M 的作用。若杆的重量及摩

擦不计。求 A，E 处的约束力。 

 

 

图 4-1 

求解思路：对于系统的平衡问题，当需要求解系统外力时，一般应首先取整体为研究对

象，本题的整体受力图如图 4-1（d）所示，由链杆约束及力偶平衡得到 E 处约束力方向。

由图 4-1（d）可知未知数有 4 个，多于平面任意力系可列的独立方程个数（3 个）。因此，

需要再选取部分进行研究。求解此题目的关键要能判断出 BCD 是二力杆，这样才能正确求

解。 

 

解：（1）如图 4-1（b）所示，直角杆 BCD 是二力杆 

FBD=FDB 

（2）研究 ED 杆，由于力偶只能与力偶平衡，因此受力如图 4-1（c）所示 
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（3）研究整体，受力如图 4-1（d）所示 
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第 5 章摩擦 

5.1 基本知识点 

5.1.1 考虑摩擦时的平衡问题 

1）滑动摩擦力 

（1）静摩擦力 Fs：两物体间仅有相对滑动趋势而尚未发生滑动时的摩擦力。 

大小：有一定变化范围 max0 sF F   

方向：与两物体间相对滑动的趋势相反。 

（2）最大静滑动摩擦力（极限摩擦力）Fmax：物体处于平衡的临界状态，相对滑动即将

发生时的摩擦力 

大小： max s NF f F 式中，fs为静摩擦因数。 

方向：与临界相对滑动的趋势相反。 

（3）动摩擦力 Fd：相对滑动已经发生后的摩擦力。 

大小： d NF f F 式中，f 为动摩擦因数。 

2）摩擦角与自锁现象 

（1）摩擦角 φf：当物体接触面间的静滑动摩擦力达到最大值时，全约束力与接触处公法

线间的夹角称为摩擦角。摩擦角与静摩擦因数的关系为 ftan sf  。 

（2）自锁现象：当主动力的合力作用线与法线间的夹角小于摩擦角时，则不论主动力多

大，物体总是处于平衡状态，即为自锁现象。 

5.1.2 滚动摩阻 

滚动摩阻——物体相对另一物体作滚动或有滚动趋势时所受到的阻碍作用。 

1）滚动摩阻力偶矩 Mf：仅有相对滚动趋势，尚未发生滚动时的滚阻力偶的力偶矩。 

大小：有一定变化范围 f max0 M M   

转向：与相对滚动趋势的转向相反。 

2）最大滚动摩阻力偶矩 Mmax：相对滚动即将发生的临界状态时的滚阻力偶的力偶矩。 

大小： max NM F  

转向：与相对滚动趋势的转向相反。式中，δ 为滚阻系数，单位一般为 mm。 

5.2 重点及难点 

5.2.1 重点 

1）能熟练采用相应的计算方法计算平面简单桁架的内力。 

2）掌握静摩擦和动摩擦的特点及性质。 



3）会求解考虑摩擦时的平衡问题 

5.2.2 难点 

正确区分不同的考虑摩擦的平衡问题，正确判断摩擦力的方向及正确应用库伦摩擦定

律。 

5.3 学习指导 

5.3.1 基本要求 

1）能区分滑动摩擦力与极限滑动摩擦力。对滑动摩擦定律有清晰的理解。 

2）能熟练计算考虑摩擦力时物体的平衡问题（解析法）。 

3）理解摩擦角的概念和自锁现象。 

4）了解滚摩阻的概念及滚动摩阻定律。 

5.3.2 解题步骤 

1）考虑摩擦时的平衡问题的求解步骤 

（1）求平衡范围的问题（包括极限平衡问题） 

（2）选取研究对象并画受力图。这一步还需分析摩擦力，且其方向能够确定的，必须

正确画出。根据题目的要求可能存在两个极限状态，则应分别画出这两种情况的受力图。 

（3）列方程。除列出平衡方程外，还需列出相应的补充方程。 

（4）解方程。若补充方程是不等式方程，则求得的结果就是所要求的取值范围。若补

充方程采用临界状态的等式方程，则还必须根据问题的性质分析解答平衡范围。 

2）判断物体是否平衡的问题的求解步骤 

（1）选取研究对象，假设物体处于平衡状态。 

（2）假设物体有一定相对运动趋势，从而分析出摩擦力的方向。 

（3）作出完整的受力图，列出平衡方程。 

（4）求解方程，求出物体平衡时所需的摩擦力及正压力。 

（5）判断物体是否平衡，即求出最大静摩擦力，并与平衡时求得摩擦力进行比较。进

一步确定摩擦力的大小。 

5.4 典型题解 

例：图 5-1（a）中所示的均质物体重量为 P, 底面长度为 b，水平力 F 离底面的距离为

a。如果接触面间的摩擦因数为 fs，问当力 F 逐渐增加时，物体是先滑动还是先翻倒？ 

 

图 5-1 

解：求解这类问题时，可以先假定一种情况，然后将所得结果与临界状态进行比较。 

F 

a 

FN 

Fs 

(b) 

P 

b 

P 

F 

a 

(a) 



先假定物体先翻倒。当物体将翻倒时，可视为只在 A 点接触，其受力图如图 5-1（b）

所示。列平衡方程 

( ) 0 0
2

A

b
M F P F a      

0 0

0 0

x s

y N

F F F

F F P

  

  




 

求得，
2

s

Pb
F F

a
   

接触面可能产生的最大摩擦力 max s N sF f F f P  。 

比较 Fs与 Fmax可以得到： 

（1）若 Fs<Fmax，即
2

s

b
f

a
 ，说明物体未滑动，亦即物体先翻倒。 

（2）若 Fs>Fmax，即
2

s

b
f

a
 ，说明物体先滑动。 

（3）若 Fs= Fmax，即
2

s

b
f

a
 ，则将同时发生滑动和翻倒。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

第 6 章运动学基础 

6.1 基本知识点 

6.1.1 描述点的运动 

确定点在所选参考（坐标）系中每一瞬时的位置，即点的运动规律。用数学式表示，称

为运动方程。常用的方法有 

1）矢量法 

( )tr r  

称为点的矢量形式的运动方程。 

2）直角坐标法点的位置也可以用一组直角坐标 x，y，z 唯一确定，即 

1 2 3( ), ( ), ( )x f t y f t z f t  
 

称为点的直角坐标形式的运动方程。 

3）自然法当动点相对于所选参考系的运动轨迹已知时，可以沿此轨迹来确定动点的位

置。在轨迹上取定点 O 为原点，并规定轨迹的正方向，则动点的位置就可以用弧坐标 s 来

确定。运动方程表达为 

( )s s t  
还可以用其他方法，例如极坐标法，球坐标法等来确定点的位置。 

消去运动方程中的时间 t 之后，就得到点的轨迹方程。 

6.1.2 点的速度和加速度 

1）矢量法 

速度是动点的矢径对时间的一阶导数，表示为 

d

dt
 

r
v r  

加速度是动点速度对时间的一阶导数或矢径对时间的二阶导数，表示为 

2

2

d d

d dt t
 

v r
a

 

2）直角坐标法 

速度分析式为 

d d d

d d d

x y z

t t t
  v i j k  

速度在坐标轴上的投影为动点的各对应坐标对时间的一阶导数，即 

d d d
, ,

d d d
x y z

x y z
v x v y v z

t t t
       

由此可以求得速度的大小和方向余弦。 

加速度分析式为 



2 2 2

2 2 2

d d d

d d d

x y z
x y z

t t t
     a i j k i j k  

加速度在坐标轴的投影为动点的速度在相应坐标轴上的投影对时间的一阶导数，或动点

的各对应坐标对时间的二阶导数，即 

2 2 2

2 2 2

dd dd d d
, ,

d d d d d d

yx z
x y z

vv vx y z
a a a

t t t t t t
       

由此可以得到加速度的大小和方向余弦。 

3）自然法 

速度在切线轴上的投影等于弧坐标对时间的一阶导数，即 

d

d

s
v

t
   

加速度沿自然坐标轴的分析式为 

2d

d

v v

t




 a τ n  

加速度在切线、主法线和副法线上的投影分别为 

2d
0

d
n b

v v
a a a

t





  

 

全加速度的大小和方向可由下式确定 

2 2 tann

n

a
a a a

a



   

 

切向加速度和法向加速度的物理意义： 

切向加速度：
d

d

v

t


 a τ ，表示点的速度大小随时间的变化率； 

法向加速度：
2

n

v


a n ，表示点的速度方向随时间的变化率。 

6.1.3 刚体的基本运动 

1）刚体的平动 

刚体在运动过程中，相对某参考系若其上任意直线始终与它的初始位置平行，则称刚体

（相对该参考系）作平行移动，简称为平动。 

当刚体作平动时，刚体内各点的轨迹形状完全相同而且互相平行；在每一瞬时，各点具

有相同的速度和相同的加速度。因此，对刚体平动的研究可以归结为点的运动的研究。 

2）刚体绕定轴转动 

刚体运动时，相对于某参考系，刚体内（或其延拓部分）有一条直线保持不动，则称此

刚体相对于此参考系作定轴转动，简称为转动。该不动的直线称为转轴。 

（1）刚体的整体运动 

以 φ表示刚体的角位移或转角，则转动方程 



( )t   

角速度为
d

dt


   

角加速度为
2

2

d d

d dt t

 
    

（2）转动刚体内任意一点的运动、速度和加速度 

在刚体内任取一点，其与转轴间的距离为 R，则该点以 R 为半径作圆周运动，圆心在转

轴上。 

该点的速度为v R  

切向加速度和法向加速度分别为
2, na R a R     

因此，该点的全加速度大小和方向分别为 

2 4

2
, tan

n

a
a R

a

 
  


     

转动刚体内各点的速度和加速度分不规律为：在每一瞬时，转动刚体内各点的速度和加

速度大小分别与这些点到转动轴的距离成正比，各点的速度与其转动半径垂直，各点的加速

度与各点转动半径之间的夹角 θ都相同。 

6.2 重点及难点 

6.2.1 重点 

1）用直角坐标法描述点的运动（运动方程、速度、加速度）。 

2）用自然法描述点的平面曲线运动（点沿已知轨迹的运动方程、速度、切向加速度、

法向加速度）。 

3）刚体的平动及其运动特征。 

4）刚体的定轴转动，转动方程、角速度及角加速度。 

5）转动刚体内各点的速度及加速度。 

6.2.2 难点 

1）密切面及自然轴系的概念。 

2）正确判别刚体的基本运动形式。 

6.3 学习指导 

6.3.1 基本要求 

1）能用矢量法建立点的运动方程，求解速度和加速度。 

2）能熟练应用直角坐标法建立点的运动方程，求轨迹、速度和加速度。 

3）能熟练应用自然法求点在平面上作曲线运动时的运动方程、速度和加速度，并正确

理解切向加速度和法向加速度的物理意义。 



4）明确刚体作基本运动的具体特征，并根据刚体基本运动的特征能正确判断刚体作基

本运动的具体形式。 

5）能熟练计算基本运动刚体上任一点的运动轨迹、速度和加速度。 

6）掌握传动比的概念及其公式的应用。 

6.3.2 解题指导 

1）用坐标法（直角坐标、自然坐标等）描述点的运动。 

点的运动轨迹未知情况下，一般选用直角坐标法；点的运动轨迹已知情况下，一般选用

自然法，亦可选用直角坐标法。 

建立运动方程的具体步骤如下： 

（1）确定研究对象，即确定所要研究的动点或刚体上一点。 

（2）根据所选用的方法，选择对应的坐标系，并要明确坐标系是固定在什么物体上。 

（3）确定点的运动的开始位置，然后将动点放在任意位置，用某一参量表示点的位置，

所选参量应与时间有关。不能将点放在特殊位置（如初、末位置），因为特定时刻的位置不

能代表点的位置随时间变化的函数关系。 

（4）代入时间 t 找出坐标与时间 t 的函数关系，就得到动点在空间的几何随时间 t 的变

化关系，亦即动点相对于坐标的运动规律——运动方程。 

求点的轨迹方程方法如下： 

先建立以直角坐标表示的点的运动方程，将方程中的时间 t 消去，得到动点的空间坐标

之间的函数关系，就是动点的轨迹方程。 

求点的速度、加速度方法如下： 

建立运动方程后，根据已知量和需求量，可用数学求导法、矢量合成法则以及法向加速

度公式
2

n

v
a 


，求得动点的速度、切向加速度、法向加速度以及全加速度。 

2）刚体基本运动的描述 

刚体的运动为平动，则刚体的运动可用刚体上某一点的运动来代表，这样，就可以用点

的运动求解方法来求刚体的运动。 

刚体的运动为定轴转动，常见的解题类型和求解方法如下： 

（1）已知刚体的运动规律（包括自行建立的方程），求角速度和角加速度，需用数学

求导法则来解决；反之，已知刚体转动的角加速度和初始条件，求刚体转动的角速度或

转动方程，可根据数学积分运算求解。 

（2）已知刚体的转动规律，角速度或角加速度（包括自行求出的），求刚体上某点的

速度和加速度；反过来，已知刚体上某一点的速度或加速度，求刚体转动的角速度或角加速

度，可根据公式求解。 

3）刚体系统的运动描述方法 

首先判明每个刚体是作平动还是定轴转动。再

从已知刚体的运动，求与它连接的另一刚体的运

动。需根据两个刚体接触点（传递点）的速度或切

向加速度相等的原则，依次按照“刚体—传递点—

刚体”的程序求解。即从已知的转动刚体的运动，

求传递点的速度、加速度，再求另一个转动刚体的

运动。 

若轮系可直接应用传动比公式。 
图 6-1 



6.4 典型题解 

例 6-1：AB 杆两端与滑块以铰链连接，滑块可在各自的滑道中滑动，如图 6-1 所示。

已知杆长 l=60cm， 20cm
3

l
MB   ，滑块 A 的

运动规律为 60 2 sin 2s t （s 以 cm 计，t 以

s 计）。试求：（1）点 M 的运动方程； 

（2）当
1

s
12

t  时，点 M 的速度。 

解：为建立 M 点的运动方程，可先写出 M

点的坐标 x、y 与 θ角的关系，而 θ与 s 有关系，这样就得出 M 点坐标与时间 t 的关系式，

即运动方程。 

（1）M 点的坐标 

sin 45 cos 60sin 2 40cos

sin 20sin

x s AM t

y MB

   

 

  

 
 

由△OAB 得 

sin sin 45 sin 2
s

t
AB

   ， 2 t   

得 M 点的运动方程为 

60sin 2 40cos 2

20sin 2

x t t

y t

 



 


 

（2）M 点的速度在 x，y 轴上的投影为 

d
120 cos2 80 sin 2

d
x

x
v t t

t
       

d
40 cos2

d
y

y
v t

t
     

当
1

s
12

t  时， 120 cos 80 sin 200.4cm/s
6 6

xv   
 

   

40 cos 108.7cm/s
6

yv  


  

2 2 228cm/sx yv v v    

cos 0.8789xv

v
  ， 28.48  

小结：点的运动方程是建立点的坐标与时间的关系，有时需要利用中间变量，本题的 θ

角就是起到这样的作用。 

图 6-1 



例 6-2：机构如图 6-2（a）所示。曲柄 O1A 绕 O1轴转动，通过固连于连杆 AB 上的齿轮

2 带动齿轮 1 绕 C 轴转动。已知：O1A 的角速度ω为常量，O1A=O2B=2r，且 O1A∥O2B。两

齿轮半径均为 r。试求齿轮 2 和齿轮 1 分别在接触点 P 的速度和加速度。 

解：由结构特点，首先判定 AB 杆（连同齿轮 2）作平动，平动刚体上 A 点的运动就是

齿轮 2 上 P 点的运动。然后根据齿轮啮合关系，得到齿轮 1 的运动，进一步可求出 P 点的

速度和加速度。 

连杆 AB（连同齿轮 2）作平动，因此齿轮 2 上 P 点的速度和加速度分别为 

2

2

2

2

2

A

n

A

v v r

a a r

 

 




方向如图 6-2（b）所示。 

 

图 6-2 

齿轮 1 作匀角速转动，由于啮合点的速度相同，齿轮 1 上 P 点的速度为 

1 2 2v v r  方向与 v2相同 

P 点只有法向加速度，即 

2
21

1 1 4n v
a a r

r
    方向沿 PC 指向轮心 C 点，如图 6-2（c）。 

小结：本题判定 AB 杆（连同齿轮 2）作平动是关键，只有掌握平动的定义，才能做出

正确的判断。 

掌握齿轮啮合传递运动的特点。由于齿轮啮合的接触点无相对滑动，因此两轮在啮合点

的速度相同，这样，就从一个刚体的运动求得另一刚体的运动。 

齿轮 2 和齿轮 1 分别作平动和定轴转动，因此应按刚体的不同运动特征分别计算接触点

P 的速度和加速度。 



 

第 7 章刚体平面运动 

7.1 基本知识点 

7.1.1 刚体平面运动方程 

1） 刚体运动时，若其上各点至某个固定平面(此固定平面固连于

某个坐标系之内)间的距离保持不变，则称此刚体(相对于固定平面所

属的坐标系)作平面运动。 

2）刚体的平面运动被简化为平面图形(此图形的平面与固定平面相

平行)在它自身平面内的运动来研究。 

3）为了确定平面图形 S 的位置，在平面 L上取固定坐标系 Oxy，

在平面图形上任取一点 O＇， 称为基点，通过该点再取一直线段 O Á。

显然，图形 S 的位置将随直线段 O Á 的位置确定而定，如图 7-1 所示。 

7.1.2 平面运动分解为平动和转动 

1）平动坐标系 

在平面图形上任选一点A(称为基点)，以此为原点作平动坐标系Ax´y´随基点A作平动。 

2）平面运动的分解 

平动的情况取决于所选的基点，所以平面运动的平动部分与基点选择有关。转动部分的

转角是相对于平动坐标系(坐标轴的方向始终保持不变)而言的，选择不同基点时，图形的转

角仍然相同，故每一瞬时就有相同的角速度和角加速度，所以平面运动的转动部分与基点选

择无关。因此，对平面运动的角速度和角加速度，不必指明是绕哪个基点的转动。 

7.1.3 平面图形上各点的速度 

1）速度合成法(基点法) 

平面图形上任一点的速度等于基点的速度和该点相对于基点(严格讲，应为相对于以基

点为原点的平动坐标系)的速度的矢量和。若选点 O´为基点，则任一点 M 的速度表达式为 

M O MO  v v v  

2）速度投影定理 

图形上任意两点的速度在此两点连线上的投影相等。设图形上 A、B两点的速度分别为

vA和 vB，则有投影表达式为 

   A BAB AB
v v  

3）瞬心法 

（1）連度瞬心：某一瞬时平面图形上绝对速度等于零的点，称为瞬时速度中心(简称速

度心)。一般情况下，在不同瞬时图形有不同的速度瞬心，每一个瞬时只有一个速度瞬心，

即速度瞬心具有瞬时性和唯一性。 

（2）速度分布状况:平面图形上各点的速度分布，可以看成该瞬时图形绕速度瞬心作瞬

时转动时的速度分布，因此瞬时速度中心也称瞬时转动中心。 

（3）确定速度瞬心的位置 

图 7-1 



速度瞬心必然位于与点的速度相垂直的直线上。当已知图形上任意两点的速度方向时，

则由此两点作速度方向的垂线，两垂线的交点就是速度瞬心。 

若图形上两点的速度互相平行，且与两点的连线相垂直，而大小不等，则可以用比例关

系确定速度瞬心的位置。 

若某时图形上两点的速度相等，图形的速度瞬心在无限远处，则此瞬时，图形上各点的

速度相同。这种情况也称为瞬时平动。表 7-1 提供了确定速度瞬心的基本方法。 

表 7-1 确定速度瞬心 P 位置的基本方法 

刚体沿固定

表面作纯滚

动 

已知刚体上

一点的速度

vA和角速度

ω 

刚体上两点

的速度方向

不平行 

刚体上两点的速度方向平行 

两点速度与连线垂直，大小不等 两点速度矢量相等 

两速度同向 两速度反向 与两点连线垂直 与两点连线不垂直 

 

P 为刚体与

固定面的接

触点 

 

Av
PA 



 

 

P 为两点速

度垂线的交

点 

 

 
  

P 为两点连线与两点速度矢端连线

的交点 
P 在无穷远处 

刚体绕瞬心 P 瞬时转动 刚体瞬时平动 

*7.1.4 平面图形上各点的加速度 

平面图形上任一点的加速度，等于基点的加速度与该点相对于基点的法向加速度和切向

加速度的矢量和。若选 O´为基点，则任一点 M 的加速度表达式为 

n

M O MO MO


    a a a a  

平面图形上，某一瞬时绝对加速度等于零的点，称为加速度瞬时中心（简称加速度瞬心）。 

注意：速度瞬心与加速度瞬心通常并不是同一点。 

7.2 重点及难点 

7.2.1 重点 

1）明确如何把刚体平面运动分解为平动和转动。 

2）求解平面图形上各点的速度。 

3）对常见的平面机构能进行运动分析，求解有关速度问题。 

7.2.2 难点 

理解以基点为原点的平动坐标系。 

7.3 学习指导 

7.3.1 基本要求 

1） 明确刚体平面运动的特征，掌握研究平面运动的方法（运动的合成与分解），能够正

确的判断机构中作平面运动的刚体。 

2） 能熟练地应用基点法、瞬心法和速度投影定理求平面图形上任一点的速度。 
*
3） 会应用基点法求平面图形上任一点的加速度。 



7.3.2 解题指导 

求解平面运动构件上一点的速度（包括构件的角速度）方法如下： 

（1）从平面运动机构中的主动件开始，逐个分析机构中各构件的运动形式（平动、转

动、平面运动等）。 

（2）从平面运动机构中的主动件开始，根据各构件之间的相互约束方式，判断构件之

间连接点的速度和加速度（包括大小和方向）。 

① 当连个刚体用铰链连接时，其铰链中心处的速度与加速度是相同的。 

② 当两物体的接触面有相对滑动时，相互接触的两点的速度与加速度均不相同，但其

相对速度沿公切线方向。如曲柄滑块机构中的滑块与固定滑道接触并产生先对滑动，滑块速

度只能沿接触点的公切线方向。 

③ 当两个物体相互间作纯滚动接触时，它们相互接触的两点的瞬时速度相等，但加速

度并不相同。 

（3）用基点法求速度、加速度或角速度、角加速度时，通常要确定基点的速度和加速

度。然后逐个分析速度或加速度矢量中其他几个要素，如果只有两个未知要素，则问题可解。

如果多于两个未知要素，就需要另找补充方程。 

（4）用瞬心法求速度的关键是找瞬心，再根据平面图形上某点（连接点或接触点）的

已知速度求平面图形的角速度，最后求出平面图形上任何点的速度。但一定要注意，每一个

平面图形有它自己的速度瞬心和角速度，不能把几个图形放在一起去找瞬心和角速度。用瞬

心法求速度比较简单，尤其是计算平面图形上两个以上点的速度时更为方便。 

（5）用速度投影定理求速度时，应已知图形内一点的速度的大小和方向，又知另一点

速度的方位来求这一点速度的大小。这种方法多用于机构中的连杆，因为在连杆上与其他构

件连接点的速度的大小或方向是容易确定的。可见，用速度投影定理求速度的大小比较方便，

但不适于求平面运动刚体的角速度。 

7.4 典型题解 

例：曲柄连杆机构如图 7-2（a）所示，滑块 B 可在圆槽内滑动。已知:OA=r，

2 3AB l r  ，圆弧半径 R=2r。在图示位置 φ=60°时，曲辆角速度为 ω，角加速度为 α，

OA⊥AB，且 AB 与槽在 B 点的法线夹角 θ=30°试求:该瞬时滑块 B 的速度和 AB 杆的角速

度。 

 

图 7-2 

解:滑块 B 与连杆 AB 由铰链连接，对这两个构件而论，连接点的运动情况完全相同，

因此由连杆的速度分析，可以求得连杆 AB 的角速度和滑块 B 的速度。 



连杆 AB 作平面运动，以下用不同的方法求解。 

解法一用速度合成法(基点法)求解。 

取 A 为基点，B 点的速度为 

B A BA v v v  

 

作速度平行四边形，如图 7-2（b） 

2
sin sin30

A
B

v r
v r





   方向如图 7-2（b） 

3
tan tan30

A
BA

v r
v r  





 

AB 杆的角速度 

3

22 3

BA
AB

v r

l r

 
    转向逆时针 

解法二瞬心法求解。 

如图 7-2（c），分别作 A、B 两点速度的垂线得到杆 AB 的速度瞬心 P，可得 AB 杆的

角速度为 

tan tan30 2

A A
AB

v v r

AP l l

 



    转向逆时针 

滑块 B 的速度 

4 2
2

B ABv BP r r


      方向如图 7-1（c） 

解法三用速度投影法求解。 

按照解法一分析的 A 点的速度，以及 B 点的速度的方位，如图 7-2（c），应用速度投

影定理 

sinB Av v   

得滑块 B 的速度 2
sin30

B

r
v r


  方向如图 7-1（c） 

为求杆 AB 的角速度，仍需应用基点法（解法一）或瞬心法（解法二）求解。 

小结： 

1）比较本题的三种求解方法，可见，基点法是求解平面图形上各点速度的基本方法；

瞬心法简明方便；而速度投影定理只能求解点的速度，无法求解平面图形的角速度，因此，

只求速度时常用此方法。总之，对于不同问题，应选用一种便于求解的方法。 

2）选用某种求解速度的方法，相应地要表达清楚。如用基点法，应写清楚选取哪一点

为基点，写出矢量式，同时画出速度矢量图；如用瞬心法，应在图中画清楚速度瞬心位置；

如用速度投影定理，应在图中画出速度矢量方向（或速度方位）。只有表达清楚，才可能列

式计算求解。 

大小：？√？ 

方位：√√√ 



第 8 章点的合成运动 

8.1 基本知识点 

8.1.1 三个对象与三种运动 

点的合成运动研究点相对不同参考系运动之间的关系。 

1）三个对象 

研究的对象称为动点； 

第一个参考系称为固定参考系，简称定系； 

第二个参考系称为动参考系，简称动系。 

三者必须在三个不同的物体之上。 

2）三种运动 

绝对运动动点相对于定系的运动； 

相对运动动点相对于动系的运动； 

牵连运动动系相对于定系的运动。 

必须指出：动点的绝对运动和相对运动都属于点的运动，可能是直线运动或曲线运动；

而牵连运动则属于刚体的运动，可能是平动、转动或其他较复杂的刚体运动形式。 

8.1.2 三种速度和加速度 

动点的相对速度（vr）和相对加速度（ar）是指动点相对于动系的运动的速度和加速度。 

动点的绝对速度（va）和绝对加速度（aa）是指动点相对于定系的运动的速度和加速度。 

牵连点是指某瞬时与动点相重合的，在动系上的点。由于动点有相对运动，故不同瞬时

有不同的牵连点。 

牵连点相对定系的速度、加速度分别称为动点的牵连速度和牵连加速度。 

8.1.3 速度合成定理 

动点在某瞬时的绝对速度等于其在该瞬时的牵连速度与相对速度的矢量和。 

a e r v v v  

8.1.4 加速度合成定理 

1）牵连运动为平动时的加速度合成定理 

动系作平动时，动点的绝对加速度等于牵连加速度与相对加速度的矢量和。其表达式为 

a e r a a a  
2）牵连运动为转动时的加速度合成定理 

当动系作转动时，加速度合成定理（或称科里奥利定理）为动点的绝对加速度等于牵连

加速度、相对加速度与科氏加速度三者的矢量和。其表达式为
 

a e r c  a a a a  
当相对速度矢量 vr在 ω的转动平面内时，科氏加速度 ac可由以下简单方法确定。 

大小：ac= 2ωvr                                                  

方向：由 vr顺 ω转过 90° 

8.2 重点及难点 



8.2.1 重点 

1）点的合成运动基本概念，明确三个对象及三种运动。 

2）速度合成定理及牵连运动为平动时的加速度合成定理应用。 

8.2.2 难点 

1）动点，动系的正确选择，正确判定动点的相对运动。 

2）牵连点的概念，动点的牵连速度、牵连加速度以及科氏加速度的概念。 

8.3 学习指导 

8.3.1 基本要求 

1）深刻理解三种运动、三种速度和三种加速度的定义，运动的合成与分解，以及运动相

对性的概念。 

2）对具体问题能够恰当地选择动点、动系和定系，进行运动轨迹、速度和加速度分析。

并能正确计算科氏加速度的大小并确定它的方向。 

3）熟练地应用速度合成定理、牵连运动为平动时点的加速度合成定理 

8.3.2 解题指导 

1）根据所给题目如何确定是否需用点的合成运动方法 

当动点（或刚体上一点）与另一个运动物体（动参考系）之间有相对运动时，才能将动

点的绝对运动分解为随动系的牵连运动和相对于动系的相对运动。反过来，动点的相对运动

与牵连运动就合成为动点的绝对运动。这样就构成了点的合成运动问题。 

2）动点，动系和定系选取原则 

（1）动点，动系和定系必须分别取在三个物体（包括点）上，定系一般固定在不动的

物体上。动点与动系需根据分析问题的需要，合理进行选取。但动点和动系不能同时固连在

同一个运动刚体上，否则动点与动系之间就不会有相对运动，也就不能构成点的合成运动。 

（2）动点相对于动系的相对运动轨迹要明显，简单（比如轨迹是直线、圆或某一确定

的曲线），并且动参考系要有明确的运动（比如平动、定轴转动或其他运动等）。 

对于有约束联系的问题，例如机构传动或一个点在另一个运动着的物体上运动。对于机

构传动，动点多选在机构的主动件与从动件的联接点和接触点，且一旦选定某构件上一点为

动点时，则动系必须固结在另一个构件上；对于一个点在另一个运动着的物体上运动这类问

题，其特点是点的相对轨迹已知，动点就选为运动的点，动系固结在运动的物体上。 

3）进行运动分析 

确定了动点、动系和定系后，首先要明确牵连运动的形式（平动、转动或其他运动）。

然后分析动点的绝对运动轨迹、相对运动轨迹。要明确各种轨迹是直线还是曲线，若轨迹是

曲线时，点的运动加速度一般就有切向加速度和法向加速度。 

4）点的速度合成定理 

无论牵连运动为何种运动，速度合成定理普遍适用。解题时应先分析三种速度的大小和

方向，明确哪些是未知的，并画出速度矢量图，一般只要有两个未知量，就可以根据速度矢

量合成公式用几何法或投影法求解。用几何法作速度平行四边形时，绝对速度矢量一定沿平

行四边形的对角线。用投影法求解时，一定是将速度矢量合成公式等号两端的各速度矢量分

别向同一投影轴进行投影。 

5）点的加速度合成定理 



首先要明确牵连运动是平动还是其他运动。两者区分在于牵连运动为平动时，点的加速

度合成定理中不含科氏加速度。 

若动点的相对轨迹与绝对轨迹为曲线，牵连运动为曲线平动时，则加速度合成定理中的

各项加速度都有可能分为切向加速度和法向加速度两项。为此，加速度合成定理一般用其矢

量合成公式的投影式进行求解，注意一定是将加速度矢量合成公式等号两端的各加速度分别

向同一投影轴进行投影。 

8.4 典型题解 

例：铰接四边形机构如图 8-1（a）所示。O1A=O2B= r =10cm，且 O1O2=AB。当曲柄 O1A

以匀角速度 ω=2rad/s 绕 O1轴转动时，通过套在 AB 杆上的套筒 C 带动 CD 杆运动。试求图

示位置 θ=60°时，CD 杆的速度及加速度。 

 
（a）（b）（c） 

图 8-1 

解法一套筒 C 与 AB 杆的连接属于滑块滑道类型，而 AB 杆为平行四边形机构中的连杆，

作平动。由已知条件，AB 杆在图示瞬时的平动速度和加速应等于 A 点的速度和加速度。因

此，对套筒 C 用点的合成运动分析便于求解。 

动点：套筒上 C 点 

动系：固连于 AB 杆 

1）运动分析 

绝对运动：套筒 C 沿铅垂线 CD 的直线运动； 

相对运动：套筒 C 沿 AB 杆的直线运动； 

牵连运动：平动 

2）速度分析 

a e r v v v
 

 

 

牵连速度 20 cm/se Av v r    

作速度平行四边形，如图 8-1（b），得 

a cos 10 cm/sev v   

这就是 CD 杆平动的速度，方向铅垂向上。 

3）加速度分析 

大小：？√？ 

方位：√√√ 



按运动分析，平动刚体 AB 上 C1点的加速度有切向和法向加速度，因为 0Aa  ，所以

0ea  。 

a e r

n a a a
 

 

 

2 2

e 40 cm/sn n

Aa a r    

作加速度平行四边形如图 8-1（c），得 

2sin60 34.6 cm/sa ea a   

这就是 CD 杆平动的加速度，方向铅垂向上。 

解法二由结构特点，AB 杆相对于 CD 杆是沿套筒轴线作平动，即 A 铰链相对于 CD 杆

作直线运动。A 点的速度和加速度由已知条件可得。因此，对 A 点用点的合成运动分析，同

样可解本题。 

 

（a）（b） 

图 8-2 

动点：A 点 

动系：固连于 CD 杆 

1）运动分析 

绝对运动：以 O1为圆心，O1A 为半径的圆周运动； 

相对运动：沿 AB 的直线运动； 

牵连运动：平动，各点的轨迹沿铅垂的直线。 

2）速度分析 

a e r v v v
 

 

 

绝对速度为 a 20 cm/sAv v r    

作速度平行四边形，如图 8-2（a），得 

cos 10 cm/se av v   

这就是 CD 杆平动的速度，方向铅垂向上。 

3）加速度分析 

动点的绝对加速度只有法向分量 

2 240 cm/sn

aa r  方向如 8-2（b） 

大小：？√？ 

方位：√√√ 

大小：√？？ 

方位：√√√ 



a e r

n  a a a
 

 

 

作加速度平行四边形如图 8-2（b），得 

2

e a sin 34.6 cm/sna a   

这就是 CD 杆平动的加速度，方向铅垂向上。 

小结： 

通过本题分析可见，适当选取动点和动系，是应用点的合成运动方法解题的关键，选取

合适，可以方便地求解。 

动系固连于 AB 杆时，注意牵连运动是平动。AB 杆上各点的运动情况与 A 点完全相同，

各点轨迹为圆周，该瞬时各点有相同的速度和加速度。因此，牵连点 C1点的速度和加速度

完全可由 A 点得出。 

本题易犯的错误是： 

①将 AB 杆的运动误认为作转动，这是对平动的判定标准掌握不清楚引起的。 

②取套筒 C 点为动点，动系取作平行四边形机构 O1O2BA，该机构是由四个杆组成的，

各杆运动不同，牵连运动将无法分析。因此，动系只能固连于一个运动物体。 

③取套筒 C 为动点，动系固连于 O1A 杆。这样，动系的牵连运动是绕 O1轴的转动，动

点的相对运动是未确定的曲线运动，未知量多，无法继续求解。如果误认为动点的相对运动

是沿 AB 的直线运动，这种判断也是错误的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

大小：√？？ 

方位：√√√ 



第 9 章质点运动微分方程 

9.1 基本知识点 

9.1.1 质点动力学基本方程 

若质点质量为 m，作用于质点的力组成汇交力系，设其合力为 F，质点相对惯性参考系

的加速度为 a，由牛顿第二定律，得到质点动力学基本方程m =a F ，该定理为整个动力学

的基础理论。 

9.1.2 质点运动微分方程 

1）矢量形式 
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2）直角坐标形式 
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3）自然坐标形式 
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9.1.3 振动的基本概念 

1）自由振动振动体受初始扰动，仅在恢复力作用下产生的振动称为自由振动。 

2）阻尼真实的振动系统中总是存在着各种阻碍运动的力，这些与系统运动有关的阻力统

称为阻尼。 

3）受迫振动系统受到持续的干扰作用下产生的振动称为受迫振动。 

4）固有频率的计算方法：静变形发和等效刚度法。 

9.2 重点及难点 

9.2.1 重点 

1）建立质点运动微分方程。 



2）质点动力学第二类基本问题的解法。 

3）自由振动固有频率和求固有频率最常用的方法。 

4）受迫振动的幅频曲线和共振现象。 

9.2.2 难点 

质点动力学第二类基本问题的求解。 

9.3 学习指导 

9.3.1 基本要求 

1）深刻理解力和加速度的关系，能正确建立质点的运动微分方程。掌握质点动力学第一

类问题（已知点的运动规律，求作用于质点上的力）的解法。 

2）掌握动力学第二类问题（已知作用于质点上的力，求质点的运动规律）的一般解法，

特别是当作用力分别为恒力、时间函数、位置函数、和速度函数时，质点直线运动微分方程

的积分求解方法。对初始条件的力学意义及其在确定质点运动中的作用有清晰的认识。 

3）能够建立单自由度系统振动（自由振动、阻尼振动、强迫振动）微分方程，并了解相

应的振动特性。理解恢复力、阻尼力和干扰力的概念。 

4）深刻理解自由振动的固有频率（或周期）、振幅、初相位角的概念。会应用各种方法

求固有频率。 

5）了解阻尼对自由振动的影响。 

6）深刻理解受迫振动的干扰力、幅频曲线、共振和放大系数的概念。 

7）懂得如何利用振动现象，以及消振和隔振的原理与方法。 

9.3.2 解题步骤 

1）质点动力学两类基本问题的解题步骤如下： 

（1）选取研究对象。一般应选联系已知量和待求量的质点为研究对象。 

（2）受力分析（包括主动力和约束反力），画受力图。 

（3）运动分析。第一类问题要计算质点的加速度，并在质点上画出加速度矢量。第二类

基本问题要确定质点运动的初始条件。 

（4）建立运动微分方程。根据未知力和运动情况，选择恰当的投影轴，写出质点微分方

程的投影式。因为以导数形式表示的运动特征量均为代数量，故
2

2

d d d d
, , ,

d d d d

x x s v

t t t t
等，在

代入微分方程时均设为正值。 

（5）解方程，求出未知量。第二类基本问题要注意微分方程的积分方法和初始条件。有

些问题求得解后，需要进行讨论。 

2）求系统固有频率的方法： 

建立标准形式的常系数线性微分方程，其未知函数前边的系数就是固有频率的平方；已

知弹簧刚度系数，或计算出的等效弹簧刚度系数，或知道仅在重力作用下的弹簧静变形，可

直接套用公式 n

k

m
 或 n

st

g



，求解系统的固有频率。 

9.4 典型题解 



例：单摆 M 的摆锤重 W ,绳长 l ,悬于固定点 O ,绳的质量不计。设开始时绳与铅垂线成

偏角0≤/2 ,并被无初速释放，求绳中拉力的最大值。 

解:本题目属于动力学第一类问题。 

研究对象：摆锤 

受力分析：其上作用有重力 G，绳拉力 F。如图 9-1 

运动分析：圆周运动。 

任意瞬时
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2 2
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d d
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自然形式的运动微分方程图 9-1 
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分离变量 
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则式(1)化成
2

1 d
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从而得
2

0

2
(cos cos )        (4) 

g

l
    

(4)代入(2)，得绳拉力 

FN = (3cos 2cos 0) W 

当摆球 M 到达最低位置 = 0 时，有最大值。故 

FNmax = (3  2cos 0)W 
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第 10 章质点系动量定理 

10.1 基本知识点 

10.1.1 动量 
1）质点的动量：质点质量与速度的乘积  mp v。 

2）质点系的动量：质点系内各质点动量的矢量和  i i
mp v  

质点系的动量等于质心的动量  cmp v 。 

质点系的动量等于各部分质心的动量矢量和  I IC
mp v  

10.1.2 质心坐标公式 

  
  i i i i i i

C C C

m x m y m z
x y z

m m m
 

其中，m 为质点系总质量。在地球引力场中，质点系的质心与重心重合。 

10.1.3 质点系动量定理 

微分形式：质点系的动量对时间的一阶导数等于作用于质点系外力的矢量和，即 

 e

i

d

dt

p
F  

积分形式：质点系动量的变化等于外力冲量的矢量和，即 2 1  e
p p I  

通常在具体计算中，常用动量定理的投影式： 
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当 0 e
F 时，动量 p 为常矢量，即运动过程中，如果质点系外力矢量和始终为零，

则质点系动量保持为常矢量。 

当 0 e

xF 时，动量 px为常量，即运动过程中，如果质点系外力在 x 轴上的投影的代

数和始终为零，则质点系动量在该轴的投影保持为常量。 



10.1.4 质心运动定理 

质点系的总质量与质心加速度的乘积，等于作用于质点系外力的矢量和，即

 e

Cma F 质心运动定理在直角坐标轴上的投影为
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轴上的投影为
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当 0 e
F 时，aC= 0，vC为常矢量，即在质点系运动过程中，若外力矢量和始终为

零，则质点系质心速度不变，若质心初速度 vC0 = 0，则质心位置守恒。 

当 0 e

xF 时，aCx= 0，vCx为常量，若 vCx0 = 0，则 xC为常量，及质心 x 坐标不变。 

10.1.5 流体附加动压力 

由质点系动量定理推导得到管道中流体附加动压力的计算公式为 

( )  v b aqF v v  

注意，式中的力及速度均为矢量。 

10.2 重点及难点 

10.2.1 重点 

质点系动量定理及质心运动定理。 

10.2.2 难点 

求解流体对管道的附加动压力。 

10.3 学习指导 

10.3.1 基本要求 

1）对质点系的质心、动量等概念有清晰的理解，能熟练地计算质点系的质心位置和动量。 

2）能熟练地应用动量定理、质心运动定理求解动力学问题。 

3）掌握流体对管道附加动压力的及计算公式及其应用。 

10.3.2 解题步骤 

应用质点动力学基本定理解题的步骤如下： 



1） 选取研究对象。根据题意，适当选择与待求量和已知条件有关的质点系为研究

对象。 

2） 分析受力，画出受力图（其方法与静力学相同）。 

3） 分析运动。用运动学的方法来分析质点系的运动，明确已知及未知条件。 

4） 选择定理与建立方程。 

质点系动力学的基本定理建立了质点系运动量的变化和作用量之间的关系。它所求解的

问题大致分为两类基本问题： 

（1）已知运动，求力（或力的作用量）。 

（2）已知力，求运动。 

也有一些综合问题，第一类和第二类基本问题相互交叉在一起，这时要把它分解成两类

基本问题，依次求解。 

在分析受力和运动以后，先分清是哪类问题，然后选择定理，在建立方程。以导数表示

的运动特征量
d

d

xv

t
等，在列方程时一律设为正值。 

5） 解方程。 

有些问题在得到解后，还要进一步讨论力学意义。 

10.4 典型题解 

例：如图 10-1，小平车重量 G1=2kN，车上有一装着

砂子的箱子，重量为 G2=1kN，小车沿水平轨道以匀速率

v0=3.5km/h 行驶。今有一重量 G3=0.5kN 的物体铅垂落入

砂箱，求此后小车的速度。 

解: 题目是已知系统的初始动量，且水平方向外力为

零，故可用动量守恒求末动量，进而求出速度。 

研究对象：小车，砂箱和重物所组成的系统 

受力分析：系统受到重力 G1，G2，G3和地面约束反力 FN的作用，如图所示，均为铅

垂方向的力， 0e

xF  ，因此系统水平方向动量守恒。 

运动分析：重物落入砂箱前后，系统都作平动。设系统运动稳定后的速度为 v，则系统

初始和终了的动量分别为 

1 2 31 2
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由动量守恒 0x xp p 得 1 2 31 2
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求得小车速度为 
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图 10-1 



 

第 11 章质点系动量矩定理 

11.1 基本知识点 

11.1.1 动量矩 

1）质点的动量矩：质点对某固定点的动量矩定义为 

( )O m m M v r v  

其中 r 是质点到固定点 O 的矢径，v 是质点相对于惯性系的绝对速度。动量矩是定位矢

量，应画在 O 点，其单位为
2kg m /s  

2）质点系的动量矩：质点系对某固定点的动量矩为质点系内各质点对该固定点之矩的矢

量和，即 

( )O O i i i im m   L M v r v  

注意：质点系对点 O 的动量矩不等于质点系对质心 C 的动量矩。 

质点系各质点的动量对某轴 z 之矩的代数和为质点系对轴 z 的动量矩，以 Lz表示，即 

( )z z i iL M m v  

参照力矩关系式可得 O zz
LL ，质点系对某轴的动量矩为代数量。 

3）定轴转动刚体对转轴的动量矩等于刚体对转轴的转动惯量与角速度的乘积，即 

z zL J   

11.1.2 动量矩定理 

1）质点的动量矩定理 

质点对某固定点的动量矩对时间的一阶导数，等于作用于质点的力对同一点之矩。即 

d
( ) ( )

d
O Om

t
M v M F  

对固定轴 x 有 

d
( ) ( )

d
x xM m M

t
v F  

2）质点系动量矩定理 

质点系对某固定点的动量矩对时间的一阶导数，等于作用在质点系上所有外力对该固定

点之矩的矢量和。即 

d
( )

d

e

O O
t

L M F  



应用时，常取其投影式，若 x、y、z 为过固定点 O 的坐标轴，则有 

d d d
( ), ( ), ( )

d d d

e e e

x x y y z zL M L M L M
t t t

    F F F  

注意：上述动量矩定理的表达式仅对固定点或固定轴适用。对于运动的点或轴，动量矩

定理的表达式较为复杂，需另行研究。 

3）刚体定轴转动微分方程 

定轴转动刚体对转轴的转动惯量与角加速度的乘积，等于外力对该轴之矩的代数和。即 

2

2

d
( )

d

e

z z zJ J M
t


   F  

式中，α为角速度，φ为角位移。 

4）流体稳定流动时的动量矩方程 

2 2 2 1 1 1( ) ( cos cos )O vM q v r v r   F  

式中， ( )OM F 为流体对转轴之矩； , vq 为流体密度和体积流量；r1，r2为转子的外圆

和内圆半径；θ1，θ2为入口和出口速度 v1和 v2与切线的夹角。 

11.1.3 转动惯量 

1）刚体对转轴 z 的转动惯量为 

2

zJ mr  

转动惯量是刚体绕轴转动惯性的度量，单位为
2kg m 。 

2）平行移轴定理：刚体对于任一轴 z 的转动惯量，等于刚体对于过质心且与该轴平行的

轴 zC的转动惯量，加上刚体质量与两轴间距平方的乘积。即 

2

z zCJ J md   

3）回转半径：若刚体对转轴 z 的转动惯量为 Jz，则刚体对 z 轴的回转半径为 

zJ

m
   

11.2 重点及难点 

11.2.1 重点 

1）质点系的动量矩和转动惯量。 

2）质点系的动量矩定理和刚体绕定轴转动微分方程及其应用。 

11.2.2 难点 

1）利用动量矩定理计算流体对叶轮的转动力矩。 

2）相对质心的动量矩定理。刚体平面运动微分方程的应用。 



11.3 学习指导 

11.3.1 基本要求 

1）对动量矩和转动惯量的概念有清晰的理解。熟练计算质点系的动量矩和绕定轴转动刚

体（包括均质细长杆、均质细圆环和均质圆盘）的转动惯量。 

2）熟练应用质点系的动量矩定理（包括动量矩守恒）和刚体绕定轴转动微分方程求解动

力学问题。 

3）会应用相对质心的动量矩定理和刚体平面运动微分方程求解动力学问题。 

11.3.2 解题指导 

本章解题方法步骤与动量定理相同。但需注意以下几点： 

1）动量矩定理的矩心只能对固定点或质心；动量矩定理的矩轴只能对固定轴或过质心

的轴。 

2）刚体转动微分方程的研究对象只能是一个转动刚体。因此对具有多个转动刚体的系

统应用转动定理求解，必须将系统拆成几个单轴。 

3）列方程时，等号一端的角速度、角加速度和另一端的力矩正向规定要统一，
d

d t


是

代数量，设为正号。 

4）刚体平面运动微分方程的研究对象只能是一个刚体。 

11.4 典型题解 

例：求图中各机构的动量矩 

 

图 11-1 

（1）球 C 和 D 质量均为 m，用直杆相连，直杆中点固定在铅垂轴 AB 上，如图 11-1（a）

所示。如杆绕轴 AB 以匀角速度 ω转动，不计 CD 杆的质量，求质点系对转轴的动量矩。 

（2）摆由质量为 m1，长为 l 的摆杆和质量为 m2，半径为 R 的均质圆盘组成，摆杆和圆盘固

结在一起，在铅垂面内绕 O 轴转动，如图 11-1（b）所示。求摆对 O 轴的动量矩。 

解：（1）研究对象：球 C 和 D 组成的质点系 

质点的速度为 sinC Dv v l   垂直于纸面 

不计 CD 杆的质量。质点系对转轴 AB 的动量矩为 



2 2

1 ( ) 2 sin sin 2 sinABL M m ml l ml       v 转向为逆时针。 

质点系质心 O 位于转轴上，vO=0，质点系动量 p = 0。但质点系对转轴的动量矩并不

为零，这说明质点系的动量矩一般不等于质心动量对轴之矩，该结论对某点的动量矩也

是成立的。 

（2）摆作定轴转动。将摆分成摆杆 OA 和盘 B 两部分。 

摆杆 OA 对转轴 O 的转动惯量
2

1 1

1

3
OJ m l  

圆盘对转轴 O 的转动惯量可由平行移轴定理得 

2 2

2 2 2

1
( )

2
OJ m R m l R    

总转动惯量为 

2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 2 2

1 1 1 3
( ) ( 3 ) 2

3 2 3 2
O O OJ J J m l m R m l R m m l m R m lR           

摆对转轴 O 的动量矩为 

2 2

1 2 2 2

1 3
( 3 ) 2

3 2
O OL J m m l m R m lR 

 
     

 
 

小结：计算刚体对转轴动量矩的关键，常常是正确计算刚体的转动惯量。本题采用了组

合法求转动惯量并使用了平行移轴定理。 

 



 

第 12 章动能定理 

12.1 基本知识点 

12.1.1 动能 

1）质点的动能：质点质量与其速度乘积的一半，即
21

2
T mv  

2）质点系的动能：质点系内所有质点动能的总和，即 

 
2 2

i i i i

1 1

2 2
T m v m v     

3）平动刚体的动能：刚体的质量与质心速度平方乘积的一半。 

 
21

2
CT mv  

4）定轴转动刚体动能：刚体对转轴的转动惯量与其角速度平方乘积的一半。 

 
21

2
zT J   

5）平面运动刚体动能：平面运动刚体的动能,等于它以质心速度作平动时的动能与相对于

质心轴转动时的动能之和。 

 
2 2 21 1 1

2 2 2
C C PT J mv J     

其中，JC为刚体对过质心转轴的转动惯量，JP为刚体对过瞬心转轴的转动惯量。 

12.1.2 力的功 

1）元功：力 F 在无限小位移 dr 中所作的功。记为 dW F r    

其分析表达式为 d d dx y zW F x F y F z     

2）力在有限路程上的功
1 2 1 2

d d    M M M M
W F s F r


 

其分析表达为
1 2

( d d d )   x y z
M M

W F x F y F z  

3）重力的功：等于质点系的重量与其质心在运动始末位置的高度差的乘积，即

 1 2( )C CW mg z z   

重力的功只与始、末位置有关，与路径无关。 



4）弹性力的功：等于弹簧起始位置和终了位置弹簧变形量平方差与弹簧刚性系数乘积的

一半，即  2 2
1 2

1

2
W k    

弹性力的功也与路径无关。 

5）定轴转动刚体上作用力的功  
2

1

dzW M F 




  

常力矩的功   2 1zW M F    

12.1.3 动能定理 

1）质点系动能定理的微分形式：dT W  

质点系动能的微分等于作用于质点系各力的元功的代数和 

2）积分形式： 2 1 12T T W   

质点系的动能在某一路程中的改变量,等于作用于质点系的各力在该路程中的功的代数

和 

12.1.4 功率与功率方程 

1）功率：单位时间力所作的功。  
δ

d
z

W
P F v M F

t
     

2）功率方程：即质点系动能对时间的一阶导数,等于作用于质点系的所有力的功率的代数

和。 

1

d

d

n

i

i

T
P

t 

  

3）机械效率：有用功率与输入功率的比值称为机械效率，机械效率表明机器对输入功率

的有效利用程度。 

 

 
P

P
 

有用

输入

 

12.1.5 动力学综合问题 

若质点系所受的合外力为零时，即 0e F ，可以采用动量守恒或质心运动守恒。 

若质点系所受的合外力偶矩为零时，即   0e

O M F ，可以采用动量矩守恒。 

对于单自由度系统，已知作功力时，可采用动能定理分析运动。 

对于单自由度系统，要求约束力时，可采用动能定理求运动，动量或动量矩定理求力。 

12.2 重点及难点 



12.2.1 重点 

1）质点系动能及刚体动能的计算 

2）力的功的计算 

3）动能定理及其应用 

12.2.1 难点 

动力学综合问题的分析，普遍定理的综合应用。 

12.3 学习指导 

12.3.1 基本要求 

1）对功和功率的概念有清晰的理解。能熟练地计算重力、弹性力和力矩的功。 

2）能熟练地计算平动刚体、定轴转动刚体和平面运动刚体的动能。 

3）熟知何种约束反力的功为零，何种内力的功之和为零。 

4）能熟练应用动能定理求解动力学问题。 

5）能综合应用动力学基本定理求解动力学综合问题。 

12.3.2 解题指导 

1）对于具有理想约束的单自由度系统，如果是由于力作用了一段路程而引起运动变化的

问题，可考虑用动能定理求解。需注意以下几点： 

（1）取系统作为研究对象。 

（2）已知力求速度或角速度的问题。应用动能定理的积分形式求解。 

（3）已知力求加速度或角加速度问题，有两种解法：一是用动能定理积分形式求一般位

置的速度（或角速度），再对速度（或角速度）求导数，得到加速度（或角加速度）；二是

用功率方程，即通过对一般位置的动能及功求导，求得加速度（或角加速度）。 

2）计算动能时，注意以下几点： 

（1）区分刚体作平动、转动或平面运动，按公式计算其动能。 

（2）动能公式中的速度是绝对速度，角速度是绝对角速度。 

3）计算力的功时，注意以下几点： 

（1）不论外力、内力，只要做功都要计算。 

（2）功是代数量，各力做功之和要代数相加。 

（3）理想约束的约束反力不做功。 

4）应用动能定理解题的基本步骤如下： 

（1）选取研究对象，确定应用动能定理的过程。 

（2）进行受力分析并计算所有力所作的功。 

（3）进行运动分析并计算动能。分析研究对象在所选运动过程的始、末两瞬时的运动状

态，以及各运动量之间的关系，并标出相应的运动要素，如速度，角速度等。分别计算出始、

末两瞬时的动能。 

（4）利用动能定理建立动力学方程。因为动能定理是标量方程，只有一个方程，因此，

常需借助运动学知识建立各运动量之间的补充关系。 

（5）求解方程。 

5）基本定理的综合应用 

有许多动力学问题，特别是比较复杂的问题，往往不是应用某个定理就能解决的，需要

联合应用几个定理求解。在具体问题中，可根据已知量和待求量以及各定理的特点，经过反



复分析和比较确定。而且一个问题可有几种求解方法，所以怎样综合应用动力学基本定理，

难以总结出一套方法，只能大致归纳出以下思路： 

（1）已知运动求力的问题 

①求约束反力。一般可先考虑用动量定理或质心运动定理，对于质心不在转轴的定轴转

动刚体和平面运动刚体可考虑用对质心的转动微分方程。 

②求流体的动压力或转矩。可考虑用质点系的动量定理或动量矩定理。 

（2）已知力求运动的问题。 

①求速度（角速度）。可考虑用动能定理（力作用了一段路程）、质心运动（动量）守

恒定律，动量矩守恒定律。 

②求加速度（角加速度）。对质点系可考虑用动量（或质心运动）定理和动量矩定理。

对定轴转动刚体，可考虑用刚体转动微分方程。对平面运动刚体，可考虑用刚体平面运

动微分方程。对有一个转轴并带有平动刚体的系统，考虑应用动量矩定理。对有两个或

多个转轴的系统，以及由转动刚体和平面运动刚体等组成的复杂系统，可考虑用功率方

程。 

12.4 典型题解 

例：如图所示系统，均质连杆 AB，质量为 m1=4kg，

长 l=600mm，均质圆盘质量 m2=6kg，半径 r=100mm。

弹簧刚性系数 k=2N/m，不计套筒 A 和弹簧的质量。

连杆在图示位置无初速度释放后，A 端沿光滑杆落下，

圆盘作纯滚动。求： 

（1）当杆 AB 落到水平位置而接触弹簧时，圆盘

机杆 AB 的角速度； 

（2）弹簧的最大压缩量。 

解：研究对象：系统 

作功力分析：第一阶段作功的力只有杆 AB 的重

力 

第二阶段作功的力有杆 AB 的重力及弹性力 F 

运动分析：杆 AB 作平面运动，轮 B 作平面运动 

（1）杆 AB 从初始位置到达水平位置，力的功为 

 12 1 1

1
sin30

2 4

l
W m g m gl   

杆 AB 和轮 B 都作平面运动，初始瞬时系统静止，动能 

 1 0T   

杆 AB 到达水平位置时，由运动学知识可知，B 点为杆 AB 的速度瞬心，vB=0。因此，

该瞬时轮 B 的角速度ω B=0，轮 B 的动能 TB=0。 

杆 AB 质心的速度为
2

C AB

l
v  , 此时系统的动能为 

 
2 2 2 2

2 1 1

1 1 1
0

2 2 6
B AB C AB C ABT T T J m v m l        

图 12-1 



 

由动能定理 2 1 12T T W  得 

 
2 2

1 1

1 1

6 4
ABm l m gl   

得出
6

4.95rad/s
4

AB

g

l
   逆时针转向。 

（2）滑块 A 到达弹簧最大压缩量δ 位置时，系统又处于静止，其动能 T3=0。由水平位

置到弹簧最大压缩量位置时，由几何关系得到，杆 AB 质心 C 所走的路程为 δ/2，力的功为 

 
2

23 1 (0 )
2 2

k
W m g


    

由动能定理 3 2 23T T W  得 

 
2

1 1

1 1 1

4 2 2
m gl m g k     

2

1 1

1
0

2
k m g m gl     

代入数据，解方程并取正值，得到 δ=87.1mm 

 

 

 

 

 



 

第 13 章达朗贝尔原理 

13.1 基本知识点 

13.1.1 惯性力 

质点惯性力的大小等于质点质量与加速度大小的乘积，其方向与质点的加速度反向相

反。 

 I m F a  

注意，质点的惯性力并不作用在该质点上，而是作用在使质点产生加速度的其他物体。 

13.1.2 质点系的达朗贝尔原理 

质点系中作用在每个质点上的主动力、约束力与虚加的惯性力在形式上组成平衡力系，

称为质点系的达朗贝尔原理。 

 I 0 1 2i i n    ，，，i NiF F F  

13.1.3 刚体惯性力系的简化结果 

1）平动刚体惯性力系的简化 

刚体作平动时，惯性力系简化为一个过质心的合力，合力的大小等于刚体质量与加速度

乘积，方向与加速度方向相反。即 

IC Cm F a  

2）定轴转动刚体惯性力系的简化 

过转轴 O 的惯性合力 IO Cm F a  

附加惯性力偶矩 IO OM J  转向与 转向相反。 

13.1.4 刚体的达朗贝尔原理 

任一瞬时，虚加的刚体的惯性力系与作用在刚体上的其他外力形式上组成平衡力系，称

为刚体的达朗贝尔原理，必然满足静力平衡条件： 

     

0

0

i Ni Ii

O i O Ni O Ii

   


  

  

  

F F F

M F M F M F
 

13.1.5 转子的静平衡与动平衡 

静平衡——为消除转动构件的离心惯性力，应保证转子的质心（重心）在转轴上，称为

转子的静平衡。 

动平衡——对于轴向长度较大的转子，即使其重心在转轴上，也可能存在着惯性力偶，

若重心不在转轴上，则既有不平衡的惯性力，也有不平衡的惯性力偶。这种包含惯性力偶的

平衡问题，属于动平衡问题。 



13.2 重点及难点 

13.2.1 重点 

1）惯性力的概念。 

2）刚体作平动，定轴转动时惯性力系的简化结果。 

3）应用达朗贝尔原理求解动力学问题。 

13.2.2 难点 

1）惯性力系的简化。 

2）达朗贝尔原理的应用。 

13.3 学习指导 

13.3.1 基本要求 

1）对惯性力的概念有清晰的理解。 

2）掌握质点系惯性力简化的方法，能正确计算刚体平动、定轴转动时的惯性力主矢和主

矩。 

3）能熟练应用达朗贝尔原理求解动力学问题。 

4）会计算定轴转动刚体对轴承的附加动压力。 

5）了解静平衡与动动平衡等概念。 

13.3.2 解题指导 

达朗贝尔原理多用于已知力求运动（包括用运动学方法求出来的运动），求约束力，其

解题步骤如下： 

1）确定研究对象。 

根据问题的已知条件和待求量，选择研究对象。 

选取研究对象总的原则与静力学中选取研究对象相同。对于刚体系统动力学问题，可选

每个物体为研究对象，也可选定系统的一部分（包括一个以上的刚体）或整个系统为研究对

象。如何确定选取研究对象的先后次序，要根据题给条件和所要解决的问题，经过分析制定

出解题方案。总之，选取研究对象的方法是比较灵活的。 

2）分析受力。 

按静力学分析受力的方法，在研究对象简图上，画出作用在研究对象上所有主动力和约

束反力。 

3）虚加惯性力。 

虚加惯性力（包括惯性力偶）是应用达朗贝尔原理解题的关键，而正确分析每个物体的

运动又是虚加惯性力的关键。 

把每个刚体质心加速度的方向和刚体角加速度的转向画在对应的刚体上，再应用刚体惯

性力系已经简化好的结果，把这些惯性力（包括惯性力偶）虚加在研究对象的相应位置，并

注意惯性力的方向（包括惯性力偶的转向）与刚体质心加速度（角加速度转向）相反。 

4）列“平衡方程” 

按静力学平衡方程的方法列出相应的形式上的“平衡方程”。 

特别提醒正确虚加在研究对象上的惯性力（包括惯性力偶）在列“平衡方程”时等同于

主动力和约束反力。 



由于虚加惯性力时已将惯性力的方向（包括惯性力偶的转向）沿刚体质心加速度（角加

速度）的反向画出，故在具体列方程时就按虚加惯性力后的受力图图示方向进行投影或取矩。

在计算时，用 FI= maC，MIO= JOα代入方程，切记不要再用 FI= - maC，MIO= - JOα代入方程。 

5）解方程求出所需求的未知数，并作适当的讨论与分析。 

13.4 典型题解 

例：质量为 m，半径为 R 的均质圆盘可绕垂直于盘面的水平轴 O 转动，O 轴正好通过

圆盘的边缘，如图 13-1（a）所示。圆盘从半径 OC 处于铅垂位置无初速度释放转下，求当

圆盘转动，OC 处于水平位置时 O 处的约束力。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 13-1 

解：研究对象：均质圆盘 

受力分析：如图 13-1（b）所示 

运动分析：圆盘作定轴转动，圆盘质心的加速度、角加速度的方向如图 13-1（b）所示。 

先由动能定理，求出圆盘位于水平位置的瞬时角速度ω  

2 1 12T T W   
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2 2

1
0

2

1 3

2 2

OJ mgR

mR mgR

 

 





 

得出              
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R
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计算惯性力：
I CF ma mR

   2n
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列平衡方程 
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第 14 章虚位移原理 

14.1 基本知识点 

14.1.1 约束及约束方程 

限制物体（质点或质点系）位置或速度的条件称为约束。这种限制条件可以用数学方程

式来描述，称为约束方程。 

几何约束：限制质点或质点系在空间位置的约束。 

运动约束：除限制质点或质点系的几何位置外，还限制质点速度的约束。 

定常约束：约束条件不随时间变化（即约束方程不显含时间 t）的约束。 

非定常约束：约束条件随时间变化（即约束方程显含时间 t）的约束。 

双面约束：约束方程为等式的约束称为双面约束（也称为双侧约束）。 

单面约束：约束方程为不等式的约束称为单面约束（也称为单侧约束）。 

14.1.2 虚位移和虚功 

虚位移：质点或质点系（包括刚体）在某瞬时为约束所允许的任何无限小的位移称为虚

位移。虚位移可以是线量如 r，其投影 x 、 y 、 z ，也可以是角量，如。 

虚功：力在虚位移所作的元功称为虚功，即 W  F r 。 

理想约束：如果在质点系任何虚位移 i r 上，约束反力 FNi所作虚功之和等于零，则称

这种约束为理想约束。即 0Ni iW  F r  

14.1.3 虚位移原理 

如果质点系受到双面、定常、理想约束，则静止的质点系平衡的充分必要条件是：作用

于质点系的所有主动力在任何虚位移上的虚功之和等于零。即虚功方程为 

0i i F r  

为便于应用，可将上式写成解析形式 

( ) 0ix i iy i iz iF x F y F z      

14.2 重点及难点 

14.2.1 重点 

虚位移、理想约束的概念，应用虚位移原理求解物体系统的平衡问题。 

14.2.2 难点 

虚位移的计算。 



14.3 学习指导 

14.3.1 基本要求 

1）对约束方程、理想约束和虚位移有清晰的概念，并会计算虚位移。 

2）能正确运用虚位移原理求解物体系统的平衡问题。 

14.3.2 解题指导 

对于理想约束系统，由于虚功方程中包含质点系所受的主动力（包括按主动力处理的约

束反力），所以利用虚位移原理，能较容易地求出平衡时所受的主动力（包括力偶）之间的

关系。这是用虚位移原理求解质点系平衡问题的主要优点。 

1）用虚位移原理求解质点系平衡问题的类型。 

（1）求系统在某已知位置处于平衡时所受主动力之间的关系。 

（2）求系统在已知主动力作用下在某已知位置处于平衡时的约束反力（包括内力）。 

（3）求系统在已知主动力作用下处于平衡时的具体平衡位置。 

2）解题步骤 

（1）弄清题意，确定所研究的系统，分析质点系的自由度，检查系统的约束情况，判断

是否为理想约束。 

（2）对系统进行受力分析。 

用虚位移原理求解质点系的平衡问题，其实质是利用动力学虚功的概念，求静力学问

题。如果是理想约束，只需画出质点系所受主动力（包括虚位移中做功的内力），不需画

出质点系理想约束的约束反力和其他不做功的力；如果要求约束反力，则需解除约束，代

之以约束反力，此时将约束反力按主动力处理。 

（3）给出主动力（包括力偶）作用处各相应的虚位移，根据虚位移原理，写出虚功方程。 

（4）建立虚位移之间的关系 

用虚位移原理解题的关键之一是找出质点系中各力作用处相应的虚位移之间的关系，

然后将其代入虚功方程，并把它作为公因子提出，利用虚位移是可以任意选择的性质，从

方程中消去虚位移，就得出所需求的问题。 

14.4 典型题解 

例：椭圆规如图 14-1 所示。滑块 A 和 B 与长为 l 的杆 AB 铰接，忽略摩擦和给物体自

重，求机构在图示位置平衡时主动力 F1和 F2之间的关系。 

 

图 14-1  

研究对象：滑块滑块 A、B 与杆 AB 所组成的系统为研究对象。 



受力分析：作用于系统的主动力为 F1和 F2 

建立各虚位移之间关系，取坐标如图 14-1（a）所示。因滑块 A、B 均作直线运动，有 

sinAy l  ， cosAy l   

cosBx l  ， sinBx l    

建立虚功方程：由虚功方程 ( ) 0ix i iy i iz iF x F y F z     ，得 

1 2 0A BF y F x     

即 1 2cos ( sin ) 0Fl F l      

由于 0  ，得到在图示位置平衡时 F1和 F2的关系为 

1

2

cot
F

F
  

也可以通过约束方程建立虚位移 Ay 、 Bx 之间的关系。在本题中，约束方程为 

2 2 2

A By x l   

对约束方程变分2 2 0A A B By y x x   得 

cotA B

B A

y x

x y





    

小结：当建立各虚位移关系时，只需把系统放在一般位置上，建立固定坐标系，求各主

动力作用点的坐标，然后变分就得到了虚位移之间的关系，不需画出虚位移图。注意，力的

投影和坐标的变分都是代数量，代入公式时要连同正负号一起代入。当然也可取代数量的绝

对值，代入虚功方程时再考虑做功的正负。 

 


